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P~RLAS MATEHATICAS 
"Otra" demostración de la irracionalidad de ll 
Enzo Gen ti le 
El lector conoced sin dur.hs varias demostraciones dci ·este resultado 
cHsico. Aqut inclul r·emos otra y espl'ramos que la misma estlrrule a inten-
tar nuevas demostraciones y sourc todo a plantearle a lot alJmnos mismos 
que inventen sus demostraciones. 
Pensarros que una bu~>na forma de estimular el aparato cr~ativo de los 
alumnos es pedirles "dar nueva~ den~straciones" de los resultados tratados 
en clase. ~o creo que en la escuela secundaria sea hecho corriente oir a 
un profesor proponer· senu?jantl' tarea: 
En la pr-esente demostr·ación utilizamos la siguiente propiedad arit-
~tica que un núrner·o primp p pur.de o no poseer 
(p) p¡n n,m E N. 
(NotaciOn: la barra vertical 
negación). 
rl"not..1 la relaciOn "divide a" y .t su 
1. 
ii. 
5 1 21 + 11 pero 5 r 2. 
3lm'~n1 ... 3lr:\ y 31n. 
En e6ec..to, decir r¡ue un nrr•11Cr·o e~ divisible por 3 significa r¡ue su 
resto en la división por 3 sea O. Analicemos entonces los posibles re~ 
tos de un número y ele su cuadr·¡¡do. E~.o lo hacemos en la tablita adjunta, 
resto de x (módulo 3) 
o 
1 
2 
resto de x1 (módulo 3) 
o 
1 
1 
Se sigue de esta tabla que dbs restos cuadr~tlcos sumados sOlo dan 
resto cero en el caso O+ O . Por lo tanto si 3 divide a m2 + n1 , am-
bos m y n deben tener resto O. Esto prueba nuestra afirmación. 
ili. 7lm 1 +n1 - 7lm y 7ln . 
... 
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En "-6ec.to, haciendo la tablita de restos de x y x1 resultii 
resto de x (mfldulo 7) re~. to de xl (módulo 7) 
o o 
1 1 
2 1\ 
3 2 
4 2 
5 11 
5 1 
·, Observamos que 1 a única pos 1 b 11 i dad que m1 ~ n1 tenga resto O 
(módulo 7) es que m y n posean ambo6 resto O, es decir, sean rlivísl 
bles por 7. 
Proposición: Sea a EH, 
i. SI a: 2 (mi'Jdulo 3), o sea, 7. es e'l resto de la divlsiOn de a 
por 3, entonces la es irracional. En particular, se aplica para 
valores de a:= 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 25, etc. 
ii. Si a: 5 (módulo 7), entonces /3 es irracional. 
En particular; se aplica para valores de a:= 5, 13, 20, 27, 34, 
etc. 
DemostraciOn: Probemos sOlamente i. para a = 2' dejando el caso genera 1 
y la pilrte li. como ejercicio para el lector. 
Si 12 no es i rraciona 1 podemos escribir 12 = n/m con n· y 
"' E l't 
y ade.m6A podemos suponer 1 os co ptúoo.s (sin fa e tore s prirros comunes). Se si-
gue ml . 2 "' n2 , por lo tanto 
Jnr . 
Entonces 3lm1 +-n1 Por lo tanto 3Im y 3ln,locualconstltuye 
. 
una contradicción a la propiedad de ser m y n coprímos. La contradic-
ción provino de suponer 1.2 racional. Por lo tanto 12 es Irracional. 
Q. E. D. 
Nota: El lector se preQuntará, volviendo a ia propiedad (p), ¿qué pri 
mos p la satisfacen? He aqul la r-espuesta: 
p ·Satisface (p) si y sólo si, p es expresable en la forma 
p = 4m + 3, p,.ara a 1 gfm m E l . 
Una pregunta tfpica en Art1~tica es la de saber, dados enteros 
positivos n y m, cuál es el mayor de los enteros 
Una respuPst!l com¡llr.ta P. inmediata SI' obtiene utilizando t"ecursos 
elem~ntales de AnAlisls l. Es lo que haren~s en esta breve Nota. 
Cpnslderemos la siguiente función real 
f(x) "' xtix X >O. 
Se entiende mejor esta función si utilizamos la siguiente expresión equ.!_ 
valen te 
f(x) ~ e(l/x)·ln(x) (ln: =logaritmo natural). 
Vemos entonces que si x >O esta función no sólo es continua sino 
es derivable para torlo x >O. En efecto, para x >O las funciones 
x-• y 1n(x) son derivables y asf lo es su producto y.por lo tanto la 
expon~nclal. Esta serfa un3 r~pida justlflcacl6n de la derivabilldarl de 
f. Dejamos a cargo del ler.tor hacer una fundamentación m~s detallada. 
la deriva da de f es 
f' (x) " xl/x · (1/x · ln(n))' "' (xl/x 1 x2 ) · (1 -ln(x)) 
Observamos primet·M~ente que f' (X) .. o si y sl'l 1 o s 1 1- ln(X) "' o, 
es dnci r x "' e. Ade!Ms 
O<x<e 
-
f' (x) >O 
-
f es es tri e tamen te creciente 
e < x ... f' (x) <O 
-
f es es tri e tamen te decreciente 
fil 
por lo tanto f cOtanza un mhimo en x .. e : f(e) .. el/e< e 1' 2 < /3. 
Adem~s. e< x - O< ln(n) .. 1/x · ln(x) >o .. xt/x > 1, de man.!:_ 
ra que f va decreciendo a partir de x " e monl'>tonamente al valor asin 
tótlco l. Un grHico aproximado de f es el siguiente: 
. 1 
-----i·-------------~~ 
1 2 e' J "' " 
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EstaJWs en condiciones dt obtP.I'lP.r C'llguMs conr:liJsiones cln r.st"c; r:onsi· 
deraciones totalmente elP.mentales. 
(El último pasn se obtuvo elev<~ndo iln,hos mirl'lhros il la rot.r.nci" 
x ·y y utilizando cónocidas prnpiedacl~~ c1e rl'nnoton1a). 
2. En p<~rticular si n E N , 
3 -< n - VJ > Vif > . . . > ".lñ > 
3. Si n,mEN. 
3 < n < m - ,/3 > 'Jñ > 7ñi ... nm > m" 
3'. Si n E N • 
1 <. n < -5 .. 2° < n1 
5<n (Indur:ci6n) 
4. Puesto que ' ll < í'3 ~e sigur. ele 2. que 
6. La ecu<~ci6n n'"" llfl con n,m f: ll, n f m arlllllte la (inic;> solll-
clbn é = 42. F:n efecto, ri" = rp'1 lmplicil nl/n .. mi/m. C0mo 
xl/x es inyectivC'I parC'I x ~ 3, 1<~ nnica posibilidad, si n <m, 
es qu'! n "' ?.. 1'0r lo tMto m dr.he ser unil pr>t.encin de 2, 
En ton ces 
o seC'I 
por lo tanto 
Si t > 2 es 2t > 2t (por inducci6n). Por lo t<~nto t • 1 o 2. 
Si t " 1 resul t.-1 la soluciOn 27. = 27. , pero si t = 2 se oht1e 
ne la"solucl6n 24 "47.. 
